Y Wiederholung: Grundbegriffe: Elemente und
Teilmengen, Cartesische Produkte und Abbildungen,
Komposition von Abbildungen, Fasern, Partitionen,
Aquivalenzrelationen, Rekursion und Induktion:
Rechnen mit natdrlichen Zahlen, Folgen, Konvergenz
und Haufungspunkte

_[Wiederhole die obigen Themen: Wir stellen Fragen im Testat!

Y Verkntpfungen, Gruppen- und Koérperaxiome

V_Definition von Verkntpfungen

Wir wollen Rechenoperationen axiomatisch behandeln. Zu diesem Zweck zuerst
| eine Definition:

MATH: Sei M eine Menge. Eine Verknupfung auf Mist eine Abbildung

MxM —M.
In dem Falle, wo die Verknupfung Addition heil3en soll, bezeichnet man sie mit
+, genauer:

+:MxM— M:(a, b)) —»a+b
| Insbesondere schreibt man a + b statt + (a, b).
> 3+5;

“+7(3,5);

8 (2.1.1)

BEACHTE: Die Bilder unter einer Verknipfung mussen wieder in der Menge
 liegen. Hier ein Beispiel, wo das nicht so ist:

> M:={$1..10};

M:={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10} (2.1.2)

(> S:=NULL:
S:= (2.1.3)

> foriin M do
for jin M do
S:=S,i+]
end do
| end do;
> {S};
{S} subset M;
{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15, 16,17, 18, 19, 20}
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false (2.1.4)

MATH: Hier lag also keine Addition auf M vor, da das Ergebnis der
Summenbildung nicht notwendig wieder in M liegt. Hatten wir aber als Menge
M die Menge aller natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4,... zugrunde gelegt, hatten wir
| sehr wohl eine Addition bekommen.

MAPLE: Der letzte Befehl war etwas umstandlich. Hier ist eine elegantere
| Version:
> M:={$1..10};
> map(a->op(map(b->a+b,M)),M);
M:={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20} (2.1.5)

MAPLE: Analyse des letzten Befehls: Wenn du einen solchen Befehl analysieren
L willst, musst du den Befehl genau wie MAPLE von innen nach aul3en lesen:
> map(b->1+b,M);
> op(map(b->1+b,M));
{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}

2,3,4,5,6,7, 8,9, 10,11 (2.1.6)

MAPLE: In Maple sind diverse Verkniuipfungen definiert, die meistens mit + (far
Addition) oder * (fur Multiplikation) oder auch mit komplizierteren Namen
belegt werden, je nachdem, welches die Menge ist, auf der die Verknipfung
definiert ist. Was diesen letzten Punkt angeht, ist Maple oft vage. So benutzt
man + fur fast alle Zahlbereiche, die Maple unterstitzt, z. B. fur natirliche
Zahlen, ganze Zahlen, rationale Zahlen, reelle Zahlen, komplexe Zahlen etc.

| Solange man exakt rechnet, ist alles unter Kontrolle.

MATH: Wir halten fest: Eine Verknipfung
MxM->M:(mn) — m-n
auf einer Menge M legt fur jedes m € M eine Abbildung
AMm):M-M:n— m-+n
fest. A(m) heif3t auch die Linksoperation mit m bezuglich der Verknipfung -,
oder Linksmultiplikation.

Assoziativgesetz und Kommutativgesetz

Wir wollen die formalen Regeln festhalten, gemald derer man normalerweise
rechnet, genauer addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert. Fangen wir
| mit dem Addieren an:

> (2+3)+5;

10 (2.2.1)

> 2+(3+5);



10 (2.2.2)

MATH: Ist - eine Verknlupfung auf M, so erfillt diese Verknupfung das
Assoziativgesetz, wenn fir a, b, c € M gilt:
(a*b)-c=a-+(b-c).

> evalb((a+b)+c=a+(b+c));

true (2.2.3)

> is((a+b)+c=a+(b+c)):
true (2.2.4)

MAPLE geht davon aus, dass das Assoziativgesetz der Addition (+) fur die
Symbole a, b, c erfillt ist.

=> 2+3;
5 (2.2.5)

=> 3+2;
5 (2.2.6)

MATH: Ist - eine Verknupfung auf M, so erfullt diese Verknupfung das
Kommutativgesetz, wenn fur a, b € M gilt:
a-b=>b-a.

MATH: Unsere Anforderungen an die Addition: Das Assoziativgesetz und das
Kommutativgesetz sollen gelten:

> evalb((a+h)+c=a+(b+c)):

true (2.2.7)

> evalb(a+tb=b+a);

true (2.2.8)

Dies wollen wir so verstehen: Fur alle a, b, caus unserer Menge M sollen die
obigen beiden Gleichungen immer gelten. Solange wir mit konkreten Zahlen
rechnen, sind diese Gesetze zwar immer erflllt, aber ohne Wichtigkeit. Sie
werden aber wichtig, wenn wir mit allgemeinen Ausdricken operieren, die
Namen fur (noch) unbekannte konkrete Zahlen sind. Dann brauchen wir
namlich eine "Grammatik", sprich Regeln, um Manipulationen durchfihren zu
kdnnen.

MATH: Das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz gelten auch fur die



Multiplikation ganzer Zahlen. Keineswegs gelten diese beiden Gesetze auch fur
die Subtraktion, die ja auch eine Verknupfung auf der Menge der ganzen Zahlen
ist:

> is((a-b)-c=a-(b-c)):

i false (2.2.9)
> simplify((a-b)-c);
i a—-b—c (2.2.10)
(> simplify(a-(b-c)):

a—b+c (2.2.11)

MAPLE und MATH: Wenn keine Klammern stehen, die die Reihenfolge der
Rechenschritte bestimmen, sollen die Ausdriicke von links nach rechts gelesen
und abgearbeitet werden mit folgender Ausnahme: Kommen +,- und
gleichzeitig *, / in einem Ausdruck vor, so werden zuerst die Operationen mit *,
[ ausgefluhrt.

[ HILFE 2+
> alb*c;
al(b*c);
ac
b
a
— 2.2.12
] be ( )
UBUNG [01]:

1) Definiere die Rechtsmultiplikation p(m) in dem gerade diskutierten
Zusammenhang.

2.) Zeige: - ist genau dann kommutativ, falls A(m) = o(m) fur alle m € M gilt.
3.) Zeige: - ist genau dann assoziativ, falls A(m) o A(n) = A(m-n) fur alle

| m, n € M gilt.

Vpefinition von Gruppen

Wir wollen jetzt die prazisen Regeln aufstellen, die sich als grundlegend
erwiesen haben, um bestimmte Rechnungen auszufihren, die in vielen sehr
unterschiedlichen Situationen auftreten. Es ist ein Kennzeichen der Algebra,
diese Regeln moglichst allgemein zu halten, sodass einerseits viele
verschiedene Anwendungen méglich sind, aber andererseits doch noch eine
Theorie bereitgestellt werden kann, die auch in den konkreten Anwendungen
| nicht ganz trivial ist. Wir fangen mit einer Verkntpfung an.




MATH: Eine Gruppe (G,-) ist eine nicht-leere Menge G zusammen mit einer
Verknupfung - auf G, sodass folgende drei Axiome gelten:

1) - ist assoziativ:
YVab ceG:(ab)-c=a (b

2) Es existiert ein eindeutiges Element1 € G mit
l.g=g1l=g
far alle g € G.
dl1eGVgeG:(1.g=gl=g) A((1'eGVgeG:1'g=g-1'=g)=>1'=1)

3) Zu jedem Element g € G gibt es ein eindeutiges Element g'1 e G mit
gg'=g"g=1
VgeGag'eG:(gg'=g"9g=1)A((heG:gh=hg=1)=>h=g")

Zusatz:
Gilt das Kommutativgesetz fur -, so heil3t die Gruppe kommutativ oder abelsch.

Bezeichnungen:
1 heiBt neutrales Element oder Einselement, g_l das zu ginverse Element.

Schreibt man die Verknupfung als + statt -, so bezeichnet man das neutrale
Element mit O und nennt es Nullelement, das zu g inverse Element mit -g und
nennt es das negative Element von g. In der Regel bezeichnet man die

| Verknupfung nur bei abelschen Gruppen mit +.

freiwilliges PROJEKT [01]:

Wir wollen uns in Bescheidenheit tiben und einsehen, dass wir auch mit
schwacheren Forderungen auskommen.

Sei G eine nichtleere Menge mit einer Verknupfung -: GxG— G auf G, sodass
folgende drei Axiome gelten:
1) - ist assoziativ:

YVab ceG:(ab)-c=a (b

2') Es existiert ein Elemente € G mit
€-g=g

far alle g € G.

(deesGVgeG:e-g=g)

3') Zu jedem Element g € G gibt es ein Element he G mit h-g=e.
(VgeGaheG:h-g=e)

Zeige, dass (G,-) eine Gruppe ist. Gehe dabei wie folgt vor:

1. Zeige: Fur alle g € G gilt: Ist hein zu e linksinverses Element von g, so ist h
auch ein zu e rechtsinverses Element von g.




(VgeG:(hg=e=gh=e))

2. Zeige: Sei e ein linksneutrales Element von G. Dann ist e auch rechtsneutral.
((eeg=9gvVgeG)=(ge=gvVgel))

3. Zeige: Das links(- und damit auch rechts-)neutrale Element ist eindeutig.
4. Zeige: Zu jedem Element g € G existiert ein eindeutiges links(- und damit
auch rechts-)inverses Element.

Hinweis: Bei 1. kann es hilfreich sein, dass ein linksinverses Element nach 2')
selbst wieder ein linksinverses Element besitzt.

L Wir wollen Gruppen nun ein wenig besser verstehen.

BEISPIEL 1. Die ganzen Zahlen mit der Addition (Z + ) bilden eine abelsche

| Gruppe:
> O+a;
a+0;
a
i a (2.3.1)
> at+(-a);
0 (2.3.2)

BEISPIEL 2: Die rationalen Zahlen mit der Addition (Q,+ ) bilden eine abelsche
Gruppe. Bei dieser Gruppe ist der Gleichheitsbegriff fir die Elemente etwas
| problematisch:

> 6/4;

3
_ > (2.3.3)
(> (a*b)/(a*c):

’Z (2.3.4)

Wir kommen spater auf das Problem zuriick, dass man sehr viele verschiedene
Namen fur dieselbe rationale Zahl hat. Aber wenn man den Bruch durchkdirzt
und auf einem positiven Nenner besteht, hat man eine Normalform. Jedoch ist
das Addieren von Normalfomen nicht ganz so einfach. (Zwei Briche werden
| addiert, indem man ...)
> 3/4+2/9;

35

T (2.3.5)

BEISPIEL 3: Die ganzen Zahlen mit der Multiplikation bilden keine Gruppe,
haben aber die Eins als Einselement. Selbst wenn wir die Null aus der Menge
entfernen, haben wir keine Gruppe, denn z. B. zu 3 haben wir kein inverses
Element. Wenn wir hingegen die rationalen Zahlen ungleich Null mit der




| Multiplikation betrachten (©Q — {0}, -), so bekommen wir sehr wohl eine Gruppe:
> (2/3)7(-1);
37 (-1);

(2.3.6)

Wk N|w

BEISPIEL 4. Die Menge aller bijektiven Abbildungen M— M bildet eine Gruppe
mit der Komposition als Multiplikation, fur eine beliebige feste Menge M. Man
nennt diese Gruppe die symmetrische Gruppe auf M.

UBUNG [02]:

1) Verifiziere von Hand die Gruppenaxiome fir die symmetrische Gruppe auf
M, wobei M eine beliebige nicht-leere Menge ist.

Hinweis: Auch wenn in der Aufzahlung der Definition des Begriffes Gruppe
nur 3 Punkte sind, so bleiben 4 Punkte zu zeigen.

2) Sind die symmetrischen Gruppen kommutativ?

Der Gruppenbegriff ist fir sich von einem erheblichen Interesse, denn er
beschreibt Symmetrien. Er wird euch daher spater noch oft begegnen. Im
Moment wollen wir ihn nur benutzen, um den Begriff des Korpers zu
definieren, bei dem zwei Verknupfungen vorliegen.

Y Definition von Ringen und Kdrpern

MATH: Ein Ring (R,+,-) mit Einselement ist eine nicht-leere Menge R
zusammen mit zwei Verknipfungen +und -, so dass gilt:
1) (R,+ ) ist eine kommutative Gruppe, deren neutrales Element mit O
bezeichnet wird.
2) (R,-) ist assoziativ mit einem neutralen Element 1.
3) Fur den Zusammenhang zwischen Addition und Multiplikation gilt das
Distributivgesetz:

Vab ceK:a(b+c)=ab+ac

Va b ceK:(a+b).c=ac+b-c
(Die rechte Seite ist gemal der Vereinbarung Punkt- vor Strichrechnung zu
lesen.)

Wenn wir von einem Ring sprechen, meinen wir in der Regel einen Ring mit
Einselement.




| Ein Ring heiBtkommutativer Ring, falls (R,-) kommutativ ist.

| DENKANSTOSS: Zeige allgemein fur Ringe, dass 0-1 = 0 gilt.
> 0*1;
0 (2.4.1)

MATH: Ein kommutativer Ring (K,+,-) mit 1 heiBt Kérper, wenn zusatzlich gilt:
4)1 #0und

5) (K— {0},-) ist eine kommutative Gruppe mit dem neutralen Element 1.

| (DENKANSTOSS: Damit ist 4) tberflussig.)

| DENKANSTOSS: Sei R ein Ring mit 1 =0, dann istR = {0}.

BEISPIEL: Dir sollten schon einige Beispiele bekannt sein: Die ganzen Zahlen Z
bilden ein kommutativen Ring, ©, R und C sind Kérper. Mehr Beispiele folgen in
| den nachsten Wochen.

MATH: Wie bereits gesehen ist die Menge {1,.., n} der nattrlichen Zahlen von 1
bis n mit der Addition nattrlicher Zahlen als Verknupfung nicht abgeschlossen.
Man kann dies wie folgt "reparieren": Ersetze die Menge {1,..n} durch

{0,.., n—1} und wéahle stattdessen folgende Verknlpfung:

+modn: {0,,n—1}x{0,.,n—1}—-{0,., n—1}:(a, b) » a+ bmodn

wobei xmod n den Rest von x bei Division durch nbezeichnet (vgl. Worksheet
Uber Induktion).
Definiert man nun noch

-modn:{0,.n—1}x{0,..,n—1}—-{0,.., n—1}:(a, b) — a-bmodn

als zweite Verknupfung, so erhédlt man einen Ring
| ({0,.., n—1}, + mod n, - mod n), welcher wir hier mit Z/ nZ bezeichnen wollen.

MATH: Sei M eine beliebige Menge und R ein Ring. Die Menge RMaller
Abbildungen von M nach R bildet einen Ring bezlglich der punktweisen
Addition und Multiplikation: Seien f,g € R dann sind die Abbildungen f+g
und f-g definiert durch

f+g:-M— R:aw~ f(a) +g(a)
ffg:M— R:aw f(a)-g(a)

Null- und Einselemente:
O:M->R:a—~ 0
1:M—>R:a—1

_BEISPIEL: Die Folgen Uber R bilden einen kommutativen Ring. Aufgrund der
| Grenzwertsatze bilden auch die konvergenten Folgen tUber R einen Ring.




Y

| MAPLE kennt diese Verknupfungen:

> (f+g)(a);
f(a) +g(a) (2.4.2)

> (f*g)(a);

f(a) g(a) (2.4.3)

| MAPLE kennt auch das Null- und das Einselement:

> 0(a),(f+0)(a),(0+f)(a);

i 0, f(a), f(a) (2.4.4)
> 1(a),(f*1)(a),(1*f)(a);

L, f(a), f(a) (2.4.5)

Assoziativitat von + und -, Kommutativitat von +, sowie das Distributivgesetz
folgen aus den entsprechenden Eigenschaften von R. Ist R kommutativ, dann ist
| auch RM kommutativ.

UBUNG [03]:

1) Begrunde genauer: Warum ist RMein Ring, falls R ein Ring ist?

2) Sei K ein Kérper und M eine beliebige Menge mit |M| > 2. Warum ist KMkein
Korper?

(Hinweis: Mache dir die Aussage zunachst an einem Beispiel einer endlichen
| Menge M mit |M| = 2 klar.)

Beispiele von Ringen und Kérpern

UBUNG [04]:

1) Verifiziere mit Maple die Gruppenaxiome fir (Z/102Z, + mod 10).
2)Ist (2/107Z, + mod 10) kommutativ?
3) Erstelle mit Maple die Multiplikationstabelle fir Z/ 10 Zund folgere, dass
die Multiplikation kommutativ ist.
4) Verifiziere die beiden Distributivgesetze mit Maple.
Hinweis: Nutze die Kommutativitat.
| 5) Warum zeigt
> 5*4 mod 10;
0 (2.5.1)

_bereits, dass 7/ 10 Z kein Korper ist? Wie kann man dies an der
Multiplikationstabelle ablesen?
| Hinweis: Dies sind endliche Probleme. Benutze map. Rechne oft genug mod 10.




BEISPIEL: (Z/100Z, + mod 100, - mod 100) ist kein Kérper, sondern nur ein
| kommutativer Ring:
> 5*40 mod 100;
0 (2.5.2)

DENKANSTOSS: Warum reicht dies bereits als Beweis aus, dass Z/ 100 Z kein
| KOrper ist?

BEISPIEL: (Z/2 Z, + mod 2, - mod 2) ist ein Kdérper, den wir kurz mitZ /227
| bezeichnen.

| DENKANSTOSS: Verifiziere die Kérperaxiome fur 2/ 2 Z.

UBUNG [05]:

_1) Die folgende Verknupfungstabellen kann man eindeutig ergdnzen, so dass
ein Korper ({a, b, ¢, d},+, ) entsteht. Berechne diese Erganzung und begriinde
dabei die Wahl aller Eintrage.

(Hinweis: Du musst nicht mehr zeigen, dass das Ergebnis ein Korper ist.)
Hinweis: Notiere dir, in welcher Reihenfolge und warum du die Eintrage
| erganzt hast, damit du dies im Testat begriinden kannst.
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|:2) Zeige, dass der obige Korper nicht Z/ 4 Zist.

LB

¥ Cauchy-Folgen
[Aufgaben: 3




|> restart:

Y Cauchy-Folgen

Analog zur Konvergenz reellwertiger Folgen, kann man die Konvergenz fir
Folgen in QNdefinieren:
MATH: Eine Folge a,, € Q" heil’t konvergent mit Grenzwert g € Q, falls gilt:

Zu jedeme € @>o existiert ein N, = Ny(g) € N mit |a;—g| <efuralle ie Nmit
i> N,
| Folgen mit Grenzwert O nennt man auch hier Nullfolgen.

MATH: Es entsteht also die Frage, wie wir rationale Folgen, die in R konvergent
sind, bereits im Kontext der rationalen Zahlen charakterisieren kénnen. Die
Antwort sind die rationalen Cauchy-Folgen:

Eine rationalwertige Folge (a;) : N—@ heil3t Cauchy-Folge, falls gilt:
Zu jedem n > 0 existiert ein N, = N,(n) mit

1

|a;— aj\ < "

| fur alle i, j > N,

BEISPIEL: Sei
fiN—{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
eine Folge und a € Z, dann ist
Fla):N—-> QO:n~ a+zn M
i=1 10
eine rationale Cauchy-Folge. Diese Cauchy-Folgen nennen wir von
| Dezimalbruchtyp.

| DENKANSTOSS: Zeige dies!
> plot(map(i->[i, floor(sqrt(2)*107i)/107i], [$1..30]), style=
point, symbol=circle);
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UBUNG [06]:
Zeige: Eine rationale Folge mit reellem Grenzwert ist rationale Cauchy-Folge.
¥ Konstruktion von R
Wir wollen nun die reellen Zahlen konstruieren und nutzen als ersten Ansatz
dafir die Menge der rationalen Cauchy-Folgen:
Cauchy(Q) :={a, € N a,, ist Cauchy — Folge}
Wir wollen sehen, dass diese Menge mit den folgenden Verkntpfungen, welche
von der Ringstruktur der Folgen inspiriert sind, ebenfalls einen Ring bildet:
Seien a, b € Cauchy(Q):
a+b:N— Q:i~ a;+ b,




ab:N— Q:i~ a;b;

Befassen wir uns zuerst mit der Addition:
Seien g, b € Cauchy(Q) und seie € @>0:
Dann gibt es, da beide Folgen Cauchy-Folgen sind, ein

No(%j = maX(NO, a[% ), N, b[% )j mit der Eigenschatft:

€ € .. .. €
|ai—aj| < 5 und \bi—bj| < > far alle i, j > NO[E)'

Betrachte nun:

|(a+Db);— (a—i—b)j\ =|(a;+ bl-)—(aj+bj)|= |(ai—aj) + (bi—bj)| < |a,-—aj| +\bi—bj

| <
€ €
, T =

Damit ist die Cauchy-Eigenschaft von a + b gezeigt.

MATH: Cauchy-Folgen sind beschrankt:
Wegen|ai—aj| < % fur i j > Ny(n) gilt

1 .. .
al< |a + — fur alle i > N,. Daher
i ‘ (N0+1)‘ n 0

ist |a

1< max(|a1|,..., ‘a(No) , ‘a(NO+1)‘ +%) fur alle iund a ist beschrankt.

UBUNG [07]:

Zeige a, b € Cauchy(Q) = a-b € Cauchy(Q).

MATH: Da die beiden Verknupfungen jetzt als wohldefiniert gezeigt wurden, in
jeder Komponente die Ringaxiome erfullt sind und die konstanten Folgen

i~ 0undi—1
beide in Cauchy(Q) liegen, ist Cauchy(Q) offenbar ein kommutativer Ring.
Allerdings kein Korper, denn Folgen, die den Wert Null annehmen, kann man
nicht invertieren. Schlimmer noch, die Cauchy-Folge

n— —

n

hat zwar eine inverse Folge, namlich n — n, aber diese ist keine Cauchyfolge
mehr.

Idee: Es kommt bei den Cauchy-Folgen nur auf das ultimative Verhalten der



Folge an. Daher fiihren wir eine Aquivalenzrelation auf Cauchy(Q) ein:
a, b € Cauchy(Q): a ~b :< a—bist Nullfolge.

DENKANSTOSS: Zeige, dass wirklich eine Aquivalenzrelation vorliegt. Benutze
| insbesondere die Dreiecksungleichung, um Transitivitdt von ~ zu zeigen.

MATH: Summe und Produkt in Cauchy(Q) sind vertraglich mit ~, d.h.
a, b, a, b'e Cauchy(Q) mit a~a',b~b' =
1) (a+b)~(a'+b")
2) (a-b)~(a'-b")

DENKANSTOSS: 1.) ist offenbar einfach zu zeigen. Fihre den Beweis von 2.)
durch, indem du die Kernidee

\ay b;— a;-b;| <|ayb;— a; b;| +|a;b/-a;- by
| weiter ausfuhrst.

MATH: Die Aquivalenzklassen bilden somit unter vertreterweiser Addition und
Multiplikation einen Ring, wie man leicht zeigt. Denn schwierig ist allenfalls die
Vertreterunabhangigkeit der Operationen, diese bekommt man aber sofort aus
1.) und 2.). Die Ringaxiome folgen automatisch, da sie bereits fur Cauchy(Q)
gelten:

Die Menge der Aquivalenzklassen Cauchy(Q)/~ ist ein kommutativer Ring
mit 1.
Behauptung: Cauchy(Q)/~ ist sogar ein Kdrper.

UBUNG [08]:

Zeige: Ist a € Cauchy(Q) keine Nullfolge, so ist
1 a; + 0

b:N—-> Q:i—] 4%
0 sonst

eine Cauchy-Folge, fur die gilt:
ab~1.

[MATH: Wir wollen diesem Koérper noch eine Anordnung geben: Es gilt offenbar:
a, b € Cauchy(Q) mit
a~ b,dh. [a]l #[b] = entweder ANEN:Vn>N:a,<b, oderaNeN:Vn

>N:b,<a,

im ersten Fall wird man fir die Aquivalenzklassen [a], [ b] definieren
[a] < [b]

im zweiten Fall
[b] < [al.




MATH: Die Axiome eines angeordneten Korpers sind erfullt. Die Anordnung
setzt die Anordnung von < fort, indem wir a € ©@ mit der Aquivalenzklasse der
konstanten Folge i — a identifizieren:

1:Q — Cauchy(Q) /~,a~ [(N— Qi a)]

| DENKANSTOSS: Zeige dies.

MATH: Der angeordnete Korper (Cauchy(Q)/~,+,-,<) ist vollstandig, d.h. jede
nach oben beschrankte, nichtleere Teilmenge besitzt ein Supremum, und erfullt
| das Archimedische Axiom. Daher kann dieser Korper als k gewahlt werden.

MATH: Um einzusehen, dass Cauchy-Folgen in Cauchy(Q)/~ gegen einen
Grenzwert konvergieren, bendtigen wir noch den Absolutbetrag

-[a] , falls[a] < [0]

.| : Cauchy(Q)/~—Cauchy(Q)/~, [a] —
[a] , sonst.

Dieser erfiillt die Dreiecksungleichung.

Um nun nachzuweisen, dass Cauchy(Q)/~ vollstandig ist, weisen wir nach, dass
jede Cauchy-Folge von Elementen aus Cauchy(Q)/~ auch in Cauchy(<)/~
konvergiert:

FREIWILLIGES PROJEKT:

Sei nun x: N — Cauchy(Q)/~ eine Cauchy-Folge in Cauchy(Q)/~.
. L. . . . 1
1) Zeige: Es existiert eine rationale Folge g: N — Q mit x,, < <X, +1 — |.
) Zeig ge g n<Ydn) <Xy 1( n)

2) Zeige: q.: N — Cauchy(Q)/~,n+— 1(qn) ist eine Cauchy-Folge in
Cauchy(Q)/~.

3) Zeige: g konvergiert in Cauchy(Q)/~ gegen einen Grenzwert g.
4) Zeige: x konvergiert gegen den Grenzwert g.

Hinweis zu 1): Jedes einzelne der X, entspricht einer Aquivalenzklasse von
Cauchy(<)/~; fur die Wahl des g,, nutze einen expliziten Vertreter dieser

Restklasse.

_LDamit ist die Behauptung von oben gezeigt.



